Cinematica Analitica

by Lloreng¢ Coll y Wolfpeter Stockfleth

En navegacion, es esencial conocer en todo momento la situacion de nuestra nave, ya sea por observaciones a puntos de Tierra
(por ejemplo en navegacion costera) o del firmamento (en navegacion astronémica) obteniendo una situacion de confianza o
situacion observada, o también por estima, a partir del rumbo y distancia navegados, obteniendo una situacion estimada.

Es necesario pues, conocer la direccién que ha de seguir nuestra embarcacion para llegar a nuestro destino.

Por ello, los marinos han incorporado a sus buques, a lo largo de la historia, el instrumental adecuado y han aprendido una
serie de conocimientos (muchas veces aplicaciones practicas “que funcionan’) para efectuar con éxito sus travesias

Entre el instrumental clésico, tenemos la aguja ndutica que nos indica la direccion y la corredera que nos indica la celeridad,
muchas veces llamada “velocidad” por restriccion de lenguaje, ya que el concepto de velocidad incluye el de direccion.

Estas dos magnitudes, angulo respecto al meridiano, que nos da la aguja; y celeridad que nos da la corredera, son las unicas
que pueden medirse directamente a bordo.

Nos gustaria resaltar que en general “la gente de mar” son practicos, y que se conforman con soluciones “que funcionan”, por
ello han aparecido a lo largo de la historia una gran cantidad de tablas, métodos graficos de situacion etc.

Este articulo, quiere ser una reflexion sobre las bases fisico - matematicas en qué se basa el estudio de los movimientos de los
buques en la mar sin hacer suposiciones sobre las causas que los producen.

Hemos querido en todo momento mantenernos dentro de un nivel matematico elemental (evitando el uso de ecuaciones de
Geometria Analitica, ... u operaciones como el producto escalar entre vectores al tratar con angulos).

Empezamos centrandonos en los movimientos en el plano ya que representamos, para situarnos y para trazar nuestra derrota,
porciones de la superficie terrestre en una carta plana.

En este estudio son esenciales los vectores; se introducen las dos formas de expresion de un vector en el plano, la forma
cartesiana y la polar, su mutua relacion y las operaciones de suma y resta de vectores.

Si en la resolucion de un problema intervienen distancias navegadas y angulos, para evitar salirnos del nivel propuesto, hemos
recurrido a la teoria euclidiana mas clésica de tridngulos y sus propiedades.

La Cinematica se puede aplicar pues a cualquier movimiento de uno, o simultaneo de dos e incluso de mas buques.

La aplicacion de estos conceptos a los casos elementales de navegacion con corriente, (problemas tipicamente planteados en
las convocatorias de examen para la obtencion del titulo de PY, entre otras) es inmediata.

En Cinematica Radar (que se incluye en los temarios de examen de CY, entre otros) se evitan en lo posible los razonamientos
basados sdlo en graficos. La colaboracion de Wolfpeter Stockfleth (coautor de este trabajo por las discusiones que hemos
mantenido durante su elaboracion) en la creacion de los “graficos de Rosa de maniobra” ha sido esencial para hacer una
comparacioén que mostrase la equivalencia de los dos sistemas de resolucion de este tipo de ejercicios.

Lloreng Coll Wolfpeter Stockfleth



Cinematica nautica
1.- Introduccion

1.1.- Definicion: Cinematica es la ciéncia que estudia el movimiento sin tener en cuenta las causas que lo producen.
La Cinematica nautica estudiara pues el movimiento de los buques en la mar.
NOTAS: 1. Las naves se desplazan por la superficie terrestre, que en primera aproximacion se considera esférica
2. El movimiento y situacion de las embarcaciones se representa en una carta plana.
3. El movimiento de un eco en la pantalla del radar también se visualiza en un plano (el de la pantalla).
4. Si el movimiento se reduce a regiones pequeas de la Tierra, podemos considerar que nos estamos moviendo
en un plano.
Lo expuesto en estas notas, conlleva un grave problema perqué la esfera no es un sélido desarrollable.
Lo que implica que cualquier tipo de representacion de la Tierra en un plano comporta una deformacion de la realidad.

En cinematica nautica solamente nos interesaran los movimientos en el plano

1.1.1.- Modelo cinematico.

Siendo el estudio del movimiento de un cuerpo un problema complejo, utilizaremos el sistema de modelos.

Un modelo es una simplificacion de la realidad pero que conserva, els trazos mas significativos del fendmeno real que

es sujeto de nuestro estudio.

El modelo cinematico se basa en dos aspectos esenciales:

a) el movil, que es el cuerpo u objeto en movimiento
Si el movimiento es mucho mayor que las dimensiones del objeto que se mueve, o bien se puede prescindir de las
posibles “rotaciones” del mévil, su movimiento se puede asimilar al movimiento de un punto, es el llamado movil
puntual o punto material.

b) lareferencia, que es un sistema, que consideramos fijo y respecto del cual se desplaza el mévil.
Podemos considerar dos tipos de referencias; la referencia espacial y la referencia temporal.

En el caso de un movil puntual, la referencia espacial es muy sencilla; consta de:
Un punto O, llamado origen.
Dos rectas mutuamente perpendiculares que pasan por O, llamadas ejes de coordenadas

En nautica es usual identificar el origen con nuestra embarcacion y los ejes de x
coordenadas respectivamente; con el meridiano local (eje x) siendo su sentido P(x,y)
positivo hacia el norte, y con el paralelo que pasa por nuestro buque (eje y) y X
con sentido positivo hacia el este. (grafico 1)

A cualquier punto del plano P, podemos hacerle corresponder un par ordenado 0
De numeros, que no son otra cosa que sus coordenadas - distancias desde el
origen a las proyecciones ortogonales del punto seglin cada un de los ejes -.
La notacion usual del punto P es: P = (x,y)

Por ejemplo; en el grafico 2 de la derecha A = (1,2); B = (4,6)

y 'y

grafico 1

La referencia temporal consta esencialmente de un instante origen de tiempos
llamado época - que puede ser el instante de poner en marcha el crondmetro o
bien una hora dada - y un intervalo de tiempo considerado como unidad.

4 B(4,6)

Medimos intervalos de tiempo multiples de la unidad, mientras observamos un {
determinado movimiento. 0) 2 6 vy

1.1.2.- Magnitudes cinematicas. grafico 2

e Posicion: es el lugar que ocupa el movil respecto de la referencia espacial
Como para poder localizar un punto en el plano, nos hace falta mas de un dato, forzosamente necesitaremos mas
de un dato para definir la posicion de un movil.
Un tipo de magnitud que se ha de definir con mas de un dato son los vectores, asi la posicion de un punto material
se puede representar por un vector llamado vector de posicion.
El vector de posicion se representa por el segmento que une el origen con el punto material.

e Desplazamiento: es la variacion en la posicion del movil, y que se define como la diferencia entre la posicion
final y la inicial.

e Velocidad: es la variacion o cambio de posicion del punto material por unidad de tiempo.
Esta es la variable que nos da “toda” la informacion del movimiento de un cuerpo




2.- Vectores

2.1.- Definiciones:
a) Escalares: Hay magnitudes que se pueden definir completamente con un nimero y una unidad.
Estas magnitudes se llaman escalares.
Por ejemplo, son magnitudes escalares la temperatura, la presion, ...
b) Vectores: Son magnitudes que se han de definir con mas de un dato y se pueden representar por un segmento
orientado.
Se caracterizan por tener
* modulo: es la longitud del segmento. En nautica, 1a unidad de longitud es la milla (ver recuadro )
* direccion: es la recta que define el segmento (o una paralela a esta recta)
* sentido: es uno de los dos posibles en la recta direccion.
Arbitrariamente se considera un sentido como positivo y el opuesto como negativo
Ejemplos de magnitudes vectoriales son la posicion, el desplazamiento, la velocidad, ...

NOTA: 2 vectores son iguales si y sélo si tienen el mismo modulo, la misma direccién y el mismo sentido

2.1.1.- Notacion: Un vector se expresa con dos letras mayusculas, origen y extremo del segmento que lo representa o con una
letra mintscula, y siempre que sea posible le pondremos encima una flecha para indicar que se trata de un
vector. (nosotros aqui, los escribiremos con letras negritas).

Asi el vector de origen el punto P y extremo el punto Q se escribe: v=PQ

2.2.- Expresion analitica de un vector
En la referencia usada antes (punto 1.1.1.-) un vector esta determinado completamente si conocemos su origen y su
extremo. Si el origen es P (x1,y;) y el extremo es Q (X,,y), el vector v se puede representar en:

a) Forma cartesiana: mediante dos nimeros que se llaman componentes y que se definen por:
17 componente: es el nimero que hay que sumar a la 1* coordenada del origen del vector para obtener la 1*
coordenada del extremo.
2% componente: es el nimero que hay que sumar a la 2* coordenada del origen del vector para obtener la 2°
coordenada del extremo

Es decir: PQ = (x, - X1, y2 - ¥1); el vector v se expresara pues como v = (vi,v;) donde vi =X, - X1y V2 =Yy - y;
En el caso que el origen sea A = (1,2) y el extremo sea B = (4,6)

la 1° coordenada es vi =4 - 1 =3 y la 2* coordenada v, =6 -2 =4

entonces el vector AB = 3,4 (ver grafico 3)

b) Forma polar: dando su modulo y su argumento
1°. El médulo |v| ya hemos dicho que era la longitud del vector, eso es: la distancia entre el origen y el extremo,
que es un niimero positivo
2°. El argumento que es el angulo a que forma el segmento con el eje x, medido en sentido horario
(desde el N hacia el E, S y W). (ver recuadro)
Notemos que el argumento incluye la direccion y el sentido y es equivalente al rumbo de la embarcacion
Por abuso de lenguaje a veces a la forma polar se la llama “vector en coordenadas polares”

2.2.1.- Relacion entre las dos formas de expresar un vector
Las dos formas de expresar un vector estan relacionadas, como no podia ser de Z B(4.6)
otra manera. Asi: ’
* Conociendo el modulo |v| y el argumento a de un vector, podemos calcular sus
componentes cartesianas (v,v;) por trigonometria: [ FA(L2)
- la 1% componente v, (segun el eje x) del vector v vale v = |v| cos a '
- la 2% componente v, (segln el eje y) del vector v vale v, = |v| sin a o 2 6 y
* Conociendo las componentes cartesianas de un vector v = (v4,v), podemos hallar: grafico 3

- el modulo por el teorema de Pitagoras. |[v| = (v{* + v,?)"?
- yel argumento a teniendo en cuenta que tan o = v,/vy , asi @ = arctan v,/v; .

NOTA: la funcién arctan x, en las calculadoras corresponde a la tecla tan™, que retorna un angulo comprendido entre - 90° y
90° y si el vector es del 2°. o 3r. cuadrante (de argumento 90° < o < 270°) se ha de corregir el valor del arctan
sumandole 180°.

2.3.- Relaciones entre vectores
e Igualdad de vectores: dos vectores son iguales cuando tienen el mismo médulo, la misma direccion y el mismo
sentido. (si los vectores estan expresados en forma cartesiana, tienen las mismas componentes)
e Equipolencia: dos vectores son equipolentes (o equivalentes) si tienen el mismo mddulo y direcciones paralelas.



3.- Operaciones con vectores.
3.1.- Suma de vectores

analitica

La suma de vectores es una operaciéon muy facil en componentes cartesianas; hay que sumar los dos pares de
componentes ordenadamente; la 1% con la 1% y la 2* con la 2%,

Asi, por ejemplo, siu = (u;,u,)y V= (v,vp), entonces u+v = (u;,u,) + (vi,vz) = (u; + vi,ur + v)

grdfica
La suma de dos vectores u + v se obtiene graficamente como sigue: X
1) Colocamos v a continuacion de u, haciendo coincidir el origen de v
con el extremo de u. \%
2) Elorigen de la suma es el origen de u. y el extremo de la suma es el
extremo de v. u utv
Es decir, es el vector que va desde el origen de u hasta el extremo de v cuando se
coloca v a continuacién de u. 0
Podemos llegar al mismo resultado con la regla del paralelogramo. (graficos 4 y 5)

grafico 4

caso particular
Un vector v es el vector opuesto del vector u si ambos tienen el mismo moédulo,

la misma direccion y sentido contrario. Se escribe —u

Si sumamos un vector con su opuesto obtenemos un vector que se reduce a un punto
(su origen coincide con su extremo);

es el vector nulo o vector cero que senota: u+(-uw)=0 || e

3.2.- Resta de vectores

analitica
La resta entre dos vectores uy v se nota u - v y es la suma del primero con el
opuesto del segundo: u—v= u+ (-v)

0 y
grafico 5

Como resulta facil de ver las componentes de - v se obtienen cambiando el signo

de cada una de las componentes de v, es decir, si v = (v},v,) entonces - v = (-v,-V3).

En conclusion: para restar dos vectores hay que restar ordenadamente sus componentes:
u—-v=u+(-v)=(,u)+(-v,-v) = (- vi, U v3)

Resumiendo, las sumas y las restas de dos vectores u = (u; , u;) y v= (v; , v») en componentes, se obtienen asi:
utv=(utvi,utvy), -utv=_(ut v, Uyt vy), cu-v = (U -V, -t Vo) yu-v= (U - vy, Up- Vo)

grdfica X
Para dibujar la diferencia u - v podemos colocar - v a continuacion de u,
y unir el origen de u con el extremo de - v.

Otro método es poner los dos vectores con un origen comun y unir los
extremos. (la resta tiene el origen en el substraendo)

También podemos usar la regla del paralelogramo para dibujar la resta
u-v.

Notemos que hay més de una suma o mas de una resta de dos vectores,
esoes; utv, u—-v, ~utv,i ~u-v.

Observemos que —u+v=-(u-v)yque—u—v=-(u+yv). (grafico 6)

grafico 6

3.3.- Productos con vectores

producto de un vector V por un escalar a
Es un vector de la misma direccion y sentido que v y de mddulo |av | (a veces llamado vector multiplo de v)
El vector v/|v| que obviamente es de mddulo 1 se llama vector unitario (sirve para indicar una direccién y un sentido)

Producto escalar de dos vectores

Es un escalar definido por:u - v=u; - v{ + u; - v,.

El producto. v - v= V2 = v,V + Va v, sirve como definicion alternativa del médulo de un vector: [v| = Vv
u - v=ul|v|cos (u-vVv)

es una definicion de angulo entre dos vectores



La milla

A partir del siglo IV aC, los griegos usaban el sistema de numeracién Atico o Jénico.
Es un sistema alfabético quasidecimal; a cada cifra de las unidades (1, 2, 3, ...9) se le asigna una letra, a cada cifra de les decenas (10,
20, ... 90) se le asigna otra letra y a cada cifra de las centenas (100, 200, ...900) otra distinta. (véase el cuadro adjunto)

Como el alfabeto griego solo tiene 24 letras y para usar este sistema se necesitan 27 se

Afadieron tres letras arcaicas. BTV EES rne

La digamma o stigma ¢ para representar el 6 (hoy dia sigma-tau ct..) R e e

190 (h do por 1 Crica (KN HVEDTY

La qoppa para el 90 (hoy representado por la qoppa numérica ?) y S
La sampi para el 900 (/7)) )

’ ! ’ ’ r
POT VP X Yz
. . . o . 100 200 300 400 500 600 70O 800 800
Para diferenciar los numeros de las letras, los valores numéricos se escriben con un acento agudo.

Para representar cantidades de 1000 a 999999 se usa una coma delante de las mismas letras que para las unidades decenas y centenas.
(pero que ahora son de millar).

Los griegos, a pesar que desconocian el cero tal como nosotros lo entendemos, tenian un sistema de numeracion decimal y conocian los
numeros racionales o fracciones.

Ast, dividieron el 4ngulo recto en 100 partes iguales - que hoy dia llamamos grados centesimales o gradianes (%) - cada gradian se
dividi6 en 100 partes - hoy llamadas minutos (°) - y cada minuto en décimos de minuto (*). La circunferencia tiene 400% = 40000° =
400000%.

Esta division de la circunferencia tiene un inconveniente: tiene “pocos” divisores, 400 s6lo es divisible por 2, por 5 y sus multiplos.
Resulta més comodo usar fracciones de circunferencia, asi Cledmedes (~ 370 d.C.) explica que Eratostenes midié un angulo de 1/50 de
circunferencia entre los rayos del Sol y un obelisco en Alejandria el dia del solsticio de verano.

Los sumerios, persas y babilonios habian desenrollado un sistema sexagesimal (de base 60) para medir angulos (que aun utilizamos
hoy dia) y que ellos (y nosotros) aplicaron a la Astronomia.

Los griegos usaron el sistema babilonico en sus calculos astronémicos porqué era muy superior el suyo. En efecto: un sistema de base
60 tiene “muchos” divisores: 2, 3, 5, ...y sus multiplos.

El angulo recto se divide ahora en 90 partes iguales (°) llamadas grados, cada grado se divide en 60 partes llamadas minutos (‘) y cada
minuto en 60 segundos (“). La circunferencia tiene pues 360° = 21600’ = 1296000”

Factores de conversion:
Estos dos sistemas se pueden relacionar mediante factores de conversion.

Por ejemplo: * La relacion entre los décimos de minuto centesimal y los segundos sexagesimales sera:
400000/1296000 = 25/81 = 0,3086....
que no es otra cosa que la longitud del pie atico, como curiosidad, se dice que el pie atico era la talla del pie de Hércules!

* La relacion entre los décimos de minuto centesimal y el minuto sexagesimal es:

400000/21600 = 500/27 = 18 14/27 = 18,5185....
que son 60 pies aticos, es decir 1/10 de estadio ateniense que equivale l6gicamente a 600 pies aticos

* La relacion entre el minuto centesimal y el minuto sexagesimal es:
40000/21600 =1 23/27 = 1,851851...

* La relacion entre el minuto centesimal y el grado sexagesimal es:
40000/360 =111 1/9=111,111....

Todo hace suponer que la relacion entre ambos sistemas fue la base de un sistema metrologico.

Timostenes (s VI a C) definio el estadio olimpico como la relacion entre el segundo centesimal y el minuto sexagesimal; eso es:
4000000/21600 = 185,185

Aristoteles (384-322 aC) nos dice que el circulo maximo de la Tierra es 400000 basandose en los trabajos de Arquitas de Tarento (430-

360 aC) -pitagorico- y de su discipulo Eudoxo de Cnidos (408-337 aC).

El primero de los factores de conversion (la definicidon de pie 4tico) estd materializada en la fachada del Partenén (447 aC que mide 100
pies aticos)

El tercer factor de conversion no son mas que los kilometros que tiene una milla nautica!

Y el cuarto; los kilometros que tiene un grado, que evidentemente equivale a 600 estadios.

Asi 10 estadios son 1 milla nautica, y a proposito de la milla; si hacemos servir el sistema de numeracion jonico la “palabra” milla
equivale a: w=40;1=10; A =30; L =30; oo = 1 que sumados dan: 111.

Si en lugar de dividir los minutos centesimales en décimos los dividimos en centésimos y cada uno de estos “segundos centesimales” a
su vez en décimos habriamos dividido el circulo maximo en 40 000 000 como hicieron en 1791 en I’Académie des Sciences de Paris,
para obtener una unidad de longitud racional llamada “metro”!!!




La medida de los angulos

Desde la mas remota antigliedad ha sido preciso medir angulos, ya sea con finalidades practicas (Agrimensura, Topografia,
Navegacion...) como teodricas (Astronomia, Geodesia ... ).

Por desgracia no hay un sistema unico para medir angulos. Cada uno de los sistemas existentes tiene sus ventajas y sus
inconvenientes. Vamos a discutirlos brevemente..

Sistema racional
El Sistema Internacional de unidades, define la unidad de angulo como unidad suplementaria, con el nombre de radian.

Las ideas basicas para definir el radian son:
La longitud de una circunferencia depende del radio con que sé ha trazado: en efecto, como sabemos: L =2nr
En consecuencia la longitud de un arco, también depende del radio; asi: s= o r
Si tomamos r =1, tenemos que L =27 0 que s= oy en una tal circunferencia (llamada circunferencia goniométrica)
podemos medir los angulos a partir de la medida de sus arcos.

El angulo completo (toda la circunferencia) vale 2 radianes,

El angulo llano (media circunferencia) vale 7 radianes

El 4ngulo recto (una cuarta parte de circunferencia) vale n/2 radianes, etc.

Este sistema es muy racional pero incomodo en la practica (porque usa multiplos y submultiplos de =).

Sistemas alternativos:

Cledémedes (= 370 d.C.) nos narra que los griegos de Alejandria median los angulos como fracciones de circunferencia.
Concretamente, que Eratdstenes midié un angulo de 1/50 de circunferencia en su clasica “medida del mundo”.

En aplicaciones técnicas - sobre todo en Topografia —se suele usar una division centesimal. Una division de este tipo ya la habian
usado los griegos.

El angulo recto se divide en 100 partes, cada una de ellas se llama grado centesimal (o gradian)<g>
Cada grado centesimal se divide en 100 minutos centesimales <c> y cada minuto en 100 segundos <cc>
Una circunferencia entera tendra pues 400 g; 40 000 ¢ o 4000 000 cc.

Este sistema es muy comodo porqué es decimal. El mayor inconveniente que tiene es en el calculo manual (sin calculadora) ya que
400 tiene “pocos” divisores. (2 y 5 y sus multiplos)

En Astronomia y en Trigonometria se utiliza el sistema sexagesimal, que divide el angulo completo en 360° (que seglin creian los
babilonios era el nimero de dias que tenia el afio), el angulo 1lano tiene 180° y el angulo recto 90°.

Cada grado (°)se divide en 60 minutos (‘) y cada minuto en 60 segundos ().
Una circunferencia en este sistema se divide en 360°, 21600’ o 1926000”

La ventaja principal del sistema que nos ocupa es que 60 (o 360) tiene “muchos” divisores (2, 3, 5, .... y sus multiplos).

La conversion entre unidades centesimales y sexagesimales fue la base del sistema metrologico griego (que curiosamente resulta ser
muy parecido al nuestro!!)

La relacion entre el segundo centesimal y el minuto sexagesimal es la longitud del estadio ateniense: 4 000 000/21600 = 185,185...
hoy dia 1 cable

La relacion entre los décimos de minuto centesimal y el segundo sexagesimal es: 400000/1296000 = 25/81 = 0,3086....
que no es otra cosa que la longitud del pie atico, como curiosidad, se dice que era la medida del pie de Hércules!.

La relacion entre los décimos de minuto centesimal y el minuto sexagesimal és: 400000/21600 = 500/27 = 18 14/27 = 18,5185....
que son 60 pies aticos, es decir 1/10 de estadio ateniense que equivale l6gicamente a 600 pies aticos

La relacion entre el minuto centesimal y el minuto sexagesimal es: 40000/21600 = 1 23/27 = 1,851851...
que son los kilometros que tiene una milla. (aproximadamente 1 braza = 1/1000 milla = 1/100 cable)

La relacion entre el minuto centesimal y el grado sexagesimal es: ~ 40000/360 =111 1/9=111,111.... (km por °)




4.- Triangulos
4.1.-Definicion: Un triangulo es un poligono de tres lados. Tres puntos no alineados determinan un triangulo

4.2.-Elementos - Primarios: lados: a, b, ¢
vértices: A, B, C
angulos interiores
- Secundarios:  alturas: (h) perpendicular a uno de los lados (Illamado base) desde el vértice opuesto
perimetro: p=a+b+c

4.3.- Clasificacion;
- segun los angulos: rectangulos; tienen un angulo recto (90°)
los lados que forman el angulo recto se llaman catetos
el lado opuesto al angulo recto se llama hipotenusa.
oblicuangulos; no tienen ningn angulo recto
acutangulos: todos sus angulos son menores que un recto
obtusangulos: si tienen un dngulo obtuso (mayor que 90°).
- segun los lados: equilateros; si tienen los tres lados iguales y los angulos interiores también iguales (60°)
isosceles;  si tienen dos lados iguales y los angulos interiores opuestos a ellos también iguales
escalenos; si no tienen ningun lado igual (sus angulos interiores son todos distintos)

4.4.- Propiedades: de los lados; un lado es menor que la suma de los otros dos y mayor que su diferencia
de los angulos; A + B+ C=180°
de angulos y lados; a un lado mayor se opone un dngulo mayor
4.5.- Resolucion de triangulos: Es calcular el valor de los tres lados y de los tres angulos conocidos tres de sus elementos

(con la condicion de que por lo menos uno, sea un lado)
4.5.1.- Célculo independiente: Es calcular todos los elementos del triangulo usando so6lo los datos del problema
Se evita asi arrastrar errores de calculo de los elementos calculados previamente
Es posible calcular el elemento que nos interese por medio de dos grupos de férmulas
Grupo del coseno: Cada formula de este grupo relaciona los tres lados del triangulo con un angulo
Se deduce de la resta de vectores: ¢ = a - b, usando el “cuadrado escalar”
¢®=a’+b*-2abcos C
analogamente: a’ =b”+ ¢’ - 2bc cos A
b*=c’+a’-2cacos B

Grupo de los senos: Cada formula de este grupo relaciona dos de los lados con sus respectivos angulos opuestos
Se deduce de la formula del area del triangulo S=%bh=%basinC
(El area del tridangulo es igual al producto de dos sus lados por el seno del angulo que forman),
Los lados son proporcionales a los senos de los angulos opuestos.
a b c

sin A sin B sin C

4.6.- Triangulos rectangulos: En los triangulos rectangulos se cumplen los teoremas siguientes:

® Teorema de Pitigoras: a’ = b* + ¢?
relaciones cateto - hipotenusa y cateto - cateto
sin B =b/a cos B=c/a tan B =b/c
se cumple la identidad: sin® B+ cos’ B =1;
con las restricciones - 1 < sinB <1i-1< cosB <1

® Teorema de la altura: Por semejanza de los triangulos BHA y AHC (fig. 7)

BH_AH
AH HC

La altura es media proporcional entre los segmentos en que divide a la hipotenusa

= AH?=BH - HC

grafico 7

® Teorema del cateto: Por semejanza de los triangulos BHA y BAC

BA_BH  _, BA2=BH - BC

BC BA

Por semejanza de los tridangulos AHC y BAC
AC CH )
BC AC = AC"=CH - BC

Un cateto es media proporcional entre la hipotenusa y la proyeccion de este cateto sobre la hipotenusa



4.7.- Elementos notables: Mediana; recta por un vértice y el punto medio del lado opuesto
Mediatriz; perpendicular por el punto medio de un lado
Bisectriz; recta que divide un angulo en dos partes iguales
Paralela media; recta que une los puntos medios de dos lados
Propiedades: Es paralela al lado que no corta. Vale %2 de la longitud del lado que no corta
A=pmxh=Basexh/2

4.7.1.- Propiedades: de las medianas; se cortan en un punto, llamado BARICENTRO
esta situado a 2/3 del vértice y a 1/3 del lado (se demuestra por semejanza de triangulos)
es el centro de gravedad del triangulo
las coordenadas cartesianas del baricentro son; xg = (X; + X + x3)/3 yg=(y1 +y2ty3)/3
de las mediatrices; se cortan en un punto llamado CIRCUNCENTRO
equidista de los tres vértices
es el centro de la circunferencia circunscrita al tridngulo
Un tridngulo es obtusangulo si y so6lo si el circuncentro es exterior al triangulo
acutangulo si y solo si el circuncentro es interior al tridangulo
rectangulo si y solo si el circuncentro esta en uno de sus lados
de las alturas; se cortan en un punto llamado ORTOCENTRO.
Un tridngulo es rectangulo si su ortocentro coincide con el vértice A
Un triangulo es obtusangulo si y so6lo si su ortocentro es exterior al tridngulo
Un triangulo es acutangulo si y so6lo si su ortocentro es interior al tridangulo
Cada vértice del triangulo es el ortocentro del triangulo formado por los otros dos vértices y
el ortocentro del tridngulo original.
En un tridngulo rectangulo coincide con el vértice A
de las bisectrices interiores; se cortan en un punto llamado INCENTRO
equidista de los tres lados
es el centro de la circunferencia inscrita en el triangulo
de las bisectrices exteriores; se cortan en un punto llamado EXCENTRO
CASO ESPECIAL: en un tridngulo equilatero todas estas rectas coinciden!
En un tridangulo cualquiera el circuncentro, el ortocentro y el baricentro estan alineados (recta de Euler)

4.8.- Igualdad de triangulos; superpuestos coinciden. Tienen los lados y los angulos iguales

casos: lados iguales angulos iguales
3 0 A
2 1 (formado)
1 2 (adyacentes) c b

4.9.- Semejanza de triangulos; Tienen los angulos iguales y los lados proporcionales

casos: lados iguales angulos iguales B C
3 0 c a b’
2 1 (formado) B’ C
1 2 (adyacentes) a’

razon de semejanza: r=a’la=b’/b=c’/c grafico 8

4.10.- Casos de resolucion de triangulos.
Rectangulos: conocidos: los dos catetos La hipotenusa se halla por el teorema de Pitdgoras
Los angulos agudos por la definicion de seno (o de coseno)
un cateto y la hipotenusa El otro cateto por el teorema de Pitdgoras
Los angulos agudos por la definicion de seno (o de coseno)
un cateto y el d&ngulo adyacente  La hipotenusa por la definicién de coseno
El otro cateto por el teorema de Pitdgoras
un angulo agudo y la hipotenusa  El cateto opuesto por definicion de seno
El cateto contiguo por definicién de coseno

Oblicuangulos: dados:  un lado y los dos angulos adyacentes el tercer angulo A =180°- (B+C)
los otros lados por el teorema de los senos
dos lados y el angulo comprendido el lado desconocido por el teorema del coseno

dos lados y el angulo opuesto a uno de ellos.
Puede ser un caso dudoso.
del teorema de los senos, tenemos: sinB=bsinA/a con bsinA<a
posibles soluciones: A < 90° a>b  solucion tnica si B <90°
a<b solucidon unicasibsin A=a
dos soluciones sibsin A <a
A =90° a>b  solucidn tnica si B < 90°
A >90° a>b  solucid tnica si B <90°
los tres lados dos angulos por el teorema del coseno y el otro por: A =180°- (B + C)



5.- Navegacion con corriente

Tanto la velocidad de nuestro buque vy, como la velocidad efectiva v 0 la intensidad horaria de la corriente I, son vectores,
sus modulos son respectivamente los escalares (numeros) |vy|, |Ve, |Inc|, ¥ los argumentos o rumbos Ry, Rer, Re.

La relacion que hay entre estos vectores es: Ver = VN + e

Clasicamente se han considerado 5 tipos de problemas posibles con sentido nautico (detallados en Navegacion Costera de J.
Vaquero, por ejemplo)

Vamos a ver como se resuelve cada un de estos 5 casos de navegacion con corriente de forma analitica.
1r caso

Este problema se presenta cuando desde una situacion observada navegamos un cierto tiempo y la situacion de estima no
coincide con la nueva situacion observada.

Datos: v, (velocidad efectiva) Incégnita: Iy,
vn (velocidad)

Solucién: 1) Los vectores, que vienen dados en forma polar, se pasan a forma cartesiana
2) Se efectia la operacion siguiente en forma cartesiana I = Ver- Vn
3) Se deshace el cambio

Ejemplo: A Hrp = 10:42, estando en situacion I, = 35°50° N, Ly = 006° 10’ W navegamos al R, = 088° (C, = - 12°) y velocidad
vy = 12 nudos en zona de corriente desconocida.
A Hpp = 11:58, estaremos en situacion l, = 35°52,9’N; L, = 005°47,6" W.

Se pide: a) Rumbo e intensidad horaria de la corriente
b) Rumbo efectivo y velocidad efectiva

Calculemos en primer lugar el intervalo de tiempo: 11 : 58
10 : 42
01:16=1,26666.. h

Estimamos la distancia navegada: D=v - t=12 x 1,2666.. = 15,2 millas y el rumbo: R, =R, + C; =88 - 12 = 076°

La distancia real recorrida se calcula por un problema inverso de estima: Al 35°52,9° AL 006°10°
35°50,0° 005°47.6°
00°02.9° 000° 22,4
I, = Y(1ls + 1,) =35° 51,45° = 35,8575° cos 1, = 0,8104764 A =AL cos 1,,= 18,1547

D= (AP +A?%"=(2,9>+18,1547%)"* = 18,385 ~ 18,4

La velocidad efectiva sera: vqe= D/t = 18,385/1,2666 = 14, 514 nudos
y el rumbo efectivo se encuentra a partir de: tan R.e= A/ Al = 18,1547/2,9 = 6,260231 => Rer=80,9243° = 81°

Para hallar el rumbo y la intensidad horaria de la corriente, hemos de hacer la resta vectorial: I = Ver- Vn

Para ello pasaremos los vectores vy ¥ Ver a la forma cartesiana

Ver (x) = 14,514 cos 81°=2,2894 vn(X) =] vn | cos R, =12 cos 76° =2,9031
Ver (y) = 14,514 sin 81°= 14,3323 vn(y) =] vn | sin R, =12 sin 76° = 11,6435
Asi: Lhe(x) =2, 2894 -2,9031 = - 0.6137

Tno(y) = 14,3323 - 11,6435 = 2,6888

Que en forma polar resulta: || = (0,61372 + 2,68882)1/2 =2,.7579
tan R, =-4,3812938 = R.=-77,142878 = 282,857

recordemos que la funcion arctan x, en las calculadoras corresponde a la tecla tan™, que retorna un angulo
comprendido entre -90° y 90° y si el vector es del 2°. cuadrante, (la primera componente es negativa y la segunda
positiva) al resultado se le ha de restar 180°.

Asi en nuestro caso: R, = 282,857 - 180 =102,857° = 103°



2° caso

Es util para calcular la situacion estimada a una hora dada

Datos: I Incégnita: ver
VN
Solucion: 1) Los vectores, que vienen dados en forma polar, se pasan a forma cartesiana

2) Se efectia la operacion siguiente en forma cartesiana Ve = vy + Ipe
3) Se deshace el cambio

Ejemplo: A Hpg= 15:30 estando en S, 1 =41°31’N; L = 002° 35’ E, navegamos a la velocidad de 7 nudos al R, = 270° en
una zona de corriente de intensidad horaria I, = 2 nudos y R. = 240°

Se pide: a) Rumbo efectivo y velocidad efectiva
b) Situacion a Hrg =16:15

Empecemos por pasar los vectores vy y Iy a la forma cartesiana:
vn(X) =7 cos 270 =0 Ine(x) =2 cos 240 =-1
vN(y) =7sin 270 =-7 In(y) =2 sin 240 = - 1,7320

que sumaremos para obtener la velocidad efectiva ve = vy + Iy
V(X)) =0+ (-1)=-1
Ver(y) = - 7+ (- 1,7320) = - 8,7320

Para pasar el vector v, a la forma polar; tan Ree=- 8,7320 => R.s= 83,4669
pero como es del 3r cuadrante R.s= 180 + 83,4669 ~ 263,5°
Ve = (12 + 8,7320%)"* = 8,7891 ~ 8.8 nudos

Para saber la situacion a Hgg = 16:15 hemos de calcular la distancia navegada D: D = v+ t=8,7891 -3/4 = 6,5918
y hacer una estima directa

Al=6,5918- cos 263,5 =- 0,7462158 = - 0,75 => la 41°3L0°
0.7 1,=41°30,6 cosl,=0,7488304
41°30,3
A =D sin Ry = - 6,549427 AL = A/cos 1, =8,7462 = 8,75 = La 002° 35’
08.75°
002° 26,25’

La situacion a Hrg = 16:15 sera: 1=41°30,3’ N ; L =002°26,25’ E
3r caso

Este caso se da cuando sabemos los puntos de salida y de arribada, y la corriente que nos afecta y queremos saber el rumbo que
hemos de cantar al timonel

Datos: Iy, Incognita: vy
Vet
Solucién: 1) Los vectores, que vienen dados en forma polar, se pasan a forma cartesiana

2) Se efectia la operacion siguiente en forma cartesiana vy = Ver — Ipe
3) Se deshace el cambio

Ejemplo: Saliendo del puerto de Altea, en situacion | = 38°35,5’N; L = 000° 02’ W nos dirigimos a s ’Espalmador
1 =38°47,0’N; L=001°25,0"E. Si queremos arribar al cabo de 7 horas y en el canal de Ibiza tenemos una
corriente de Iy, = 2,5 nudos y R. = 150° Qué rumbo de aguja hemos de dar (V; = 20’E, A=+ 0,5°) y con qué
velocidad de maquina hemos de navegar?

Busquemos primero el incremento de latitud y el apartamiento

Al=38°47,0° AL =001°25,0°
38°35,5°  1,=38°41,25 => cosl, =0,7805668 000° 02,00 A=ALcosl,=67,9093
11,5 001°27,0°

La distancia que hemos de recorrer: D = (AI* + A%)"?= 68,8661 milles ~ 68,9 milles
El rumbo efectivo, se calcula por: tan R.s=A/Al=5,9051565 => R.s= 80,3885° ~ 80,4°
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El vector velocidad de la corriente en componentes es: Ie(x) = 2,5 cos 150°=-2,1651
Li(y) = 2,5 sin 150° = 1,25

La velocidad efectiva sera:  vee= D/t = 68,9/ 7 = 9,8428 nudos

y el vector velocidad efectiva tiene por componentes: Ver(X) = 9,84 cos 80,4° = 1,6429
Ver(y) = 9,84 sin 80,4°=9,7019

El vector velocidad de nuestro buque vy = ver — I vn(X) = 1,6429 - (- 2,1651) = 3,8080
vn(y) =9,7019 - 1,25 =8,4519

que pasaremos a polares tan R, =8,4519/3,8080 =2,2195116 => Ry =65,746 ~ 65,75
[va| = (3,8080% + 8,4519%)2 =927~ 9.3

El rumbo de aguja sera: R, =R, + C, R,=R,-C,=65,75-1=64,7°

4° caso
Datos: I Incégnitas: [veq
Rcf I{N
[l
Solucién: La ecuacion fundamental v = vy + I, nos indica que se ha de formar un
tridngulo de lados ||, [Vefl Y [Thel- X
El angulo entre |[ved y L] €s R. - Rer
. , \4
Aplicando el teorema de los senos podemos hallar el angulo o entre |vy], [Ve :f4
sin (Re-Ref) _ sin o | Rer //fx//
- \ SN s .
Vol 1L NEdA
., . , B 7
El tercer angulo de este tridngulo, 0 se obtiene porqué la suma de los O |l / y
angulos interiores de un triangulo suman 180°.
0=180°- [(R. - Rep) + ] grafico 9
|ved se calcula aplicando otra vez el teorema de los senos

sin 0
sin (Rc - Ref)
y el rumbo de nuestro buque serd: Ry =Ry F o

| Ve [=] Vx|

Ejemplo: A Hgg = 10:00 salimos del Puerto de Ciutadella | = 39°59,6'N; L = 003°49,0’E y nos dirigimos a Puerto Pollenca
1=39°53,6"N; L =003°06,8E a una velocidad de maquina |vy| = 10 nudos. Sabemos que en el Canal de
Menorca tenemos una corriente de intensidad horaria 2 nudos y rumbo 135°.
a) Cudl sera nuestro rumbo de aguja si C, = 0?
b) A qué hora arribaremos a Puerto Pollenga?

Primeramente tendremos que calcular el rumbo efectivo, lo que implica hacer una estima inversa.

Calculemos Al 39° 59,6’ ( In= "% (I +1,) =39°56,6’
39°53,6° asi 1
06,0° L cosl,=0,7666798
calculemos AL 003° 49,0’ y el apartamiento A = AL cos 1, = 32,354
003° 06,8’
422’

El rumbo efectivo se calcula por:  tan R.p=32,354/6,0 = 5,3923146 => Res=79,49390 ~ 79,5
pero como es del 3r cuadrante: Rr= 79,5 + 180 =259,5
El angulo R. - Res=359,5 - 135 =124,5°

Aplicando el teorema de los senos: sin o= M 2=0,1648252 = o =9,487°~9,5°
El rumbo de aguja es igual al rumbo verdadero porque la C; =0 Ry =259,5+9,5=269
El tercer angulo del triangulo 6 = 180 - (124,5 +9,5) = 180 - 134 = 46°
Y volviendo a aplicar el teorema de los senos: | vef |=10 ﬂ =8,7285~8,73

sin 124,5

La distancia que hemos de recorrer sera: D = (6° + 32,35%)"? = 32,907

El tiempo que tardaremos en recorrerla:  t=D/vee=32,9/8,73 = 3,76941580 h = 3:46:10 ¢o és a Hgg = 13:46
11



5° caso

Datos: I Incognitas: |[vy| X
Ry Rer w
[Verl '/" .
Solucién: La solucion es similar al caso anterior, se ha de resolver el tridngulo de R {/ o t;;” Vet
. LY,
lados |, [Ved ¥ [Thel- \./\A\‘,/ /
El angulo entre |vn| y [Inc] es Rc - Rn=6¢ + a i \l \ .
El 3r 4ngulo del triangulo sera pues: 6 = 180° - (¢ + o) O 19 sy
Apliquemos el teorema de los senos para hallar el angulo a R. |
he
sin® sino ”
Iver|  |Tne| grafico 10

Rer se calcula facilmente: Rey=Ry+oa=R.-¢
Y ahora, conociendo ¢, aplico nuevamente el teorema de los senos para hallar [vy|

si
| N|: .
S1

LD
no

Ejemplo: Desde la S,1=41°32"N; L = 002°36’E para arribar al Puerto de Premia (I =41°29’'N; L =002°22’E )
navegamos al R, = 258,5 (V, = 0,5 E; 4 = 1) con una velocidad efectiva |v.| = 9,6 nudos. Sabemos que estamos
afectados por una corriente de I,. = 2 nudos y R. = 230°.

Se pide: a) Rumbo efectivo
b) Velocidad de maquina

Calculemos nuestro rumbo verdadero: Ry = Ry + C, =258,5 + 1,5 = 260°
El angulo entre |vy| y [Tne| €s: Re - Ry= ¢ + a. = 260 —230 = 30°
El 3r 4ngulo del tridangulo sera: 6 = 180° - (¢ + a) = 180 — 30 = 150°

|Vef|

Apliquemos ahora el teorema de los senos:  sin o =sin 150 =0,1041667 => a=5,9791°

‘ The ‘
De donde: ¢=30-5,9791 = 24,0208

Ahora ya podemos calcular Re¢ Ri=Ry+a=260-5,9791 = 254,0209
=R, - ¢ =230 + 24,0208 = 254,0208

La velocidad de maquina se obtiene aplicando nuevamente el teorema de los senos.

sin ¢ 9.6 0,4070683

[ v =1 ver | =7.81591 = 7,82 nudos
sin 0 0,5
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6.- Cinematica del movimiento relativo de dos buques o Cinematica Radar

El movimiento aparente -o relativo- de un buque B respecto al nuestro, A, lo estudia la “cinematica naval”, su conocimiento es
importante para ver si existe riesgo de colision entre ambos buques, y en tal caso poder aplicar el “Reglamento Internacional
para Prevenir los Abordajes en la mar”, (RIPA) de forma adecuada.

Para el estudio de los problemas de cinematica naval se hacen tres suposiciones basicas:
a) Se supone que los buques se mueven independientemente con MRU (movimiento rectilineo uniforme)
no se tienen en cuenta guiiadas, frenazos o acelerones debidos al oleaje
b) Los cambios de rumbo son instantaneos (se desprecia la “curva de evolucion™)
¢) Los cambios de velocidad son instantaneos

Definiciones: -  Velocidad absoluta. Velocidad del buque respecto de la referencia espacial usual.
- Velocidad relativa. vg = vg — v
- Derrota relativa o indicatriz del movimiento es la direccion definida por vg.
Un vector multiplo de vg se suele designar como vector director de la derrota relativa
- Rumbo relativo. Angulo que forma la derrota relativa con el meridiano.

Existe una infinidad de casos posibles, por lo que s6lo mencionaremos los que mas frecuentemente se plantean en los exame-
nes para la obtencion del titulo de Capitan de Yate de recreo.

1.- Hallar el rumbo y la celeridad (velocidad) de otro buque B si conocemos su movimiento relativo

Datos: - Conocemos el vector velocidad de nuestro buque en forma polar: v4 = |[Valra
- Conocemos también dos (o tres) posiciones del eco B dadas en forma polar (per distancia al origen d y demora D) y
los tiempos en los que se alcanzan estas posiciones: Bi(t;) = (dp); y Ba(tz) = (dp)s ...

Estrategia de resolucion:
- Pasamos la velocidad de nuestra nave de la forma polar |[v|ra a la cartesiana (vax,Vay) POr: Vax = [Va| cos Ra
Vay = |VA| sin RA
- Pasamos las posiciones del eco B, y B, a la forma cartesiana, andlogamente; B, =d; cos D; B, =d, cos D,
Bly = d1 sin D] BZy = d2 sin D2

- La indicatriz del movimiento ser4 la direccion del vector: B, - B; = [(B; - By)x,( Bz - By)y] que junto con el intervalo
de tiempo At = t, — t; nos sirve para obtener el vector velocidad relativa: vg = B, - By/ At en forma cartesiana;
(Vrx> VRy) que hemos de pasar a la forma polar de la forma habitual, de forma que:

- la celeridad |vg| se obtiene por el teorema de Pitagoras [vg| = (Vry + VRy2
- la pendiente (o rumbo) de la indicatriz del movimiento Ry, por trigonometria: tan Rg = vgy/ Vgy.

172
)

-Como VR=Vg-Vy, = Vp=Vg+V, yconocemos las coordenadas cartesianas tanto de vg como de v, podemos
hallar la velocidad vy del otro buque en cartesianas, que pasaremos a polares para tener [vg| y Rg

NOTAS: - Si en lugar de demoras se usan marcaciones, tendremos que pasarlas previamente a demoras (D =R + M)
- A rumbo de colision, |vg| = Ad/At y Ry es la demora inversa de D, (con la que B nos ve a nosotros: Rg = 180° + D,)

2.- Hallar la distancia minima a qué pasaremos de otro buque sin variar ni el rumbo ni la celeridad (velocidad)
y el tiempo que tardaremos en pasar por esta posicion desde una posicion relativa dada.

Datos: - Conocemos dos posiciones del eco B dadas en forma polar (por distancia al origen d y demora D) y los tiempos
respectivos en qué se alcanzan estas posiciones B,(t;) = (dp); y Ba(tz) = (dp),

X _- By
Estrategia de resolucion: | Rp_~~
- Pasamos B, y B; a la forma cartesiana para calcular (B, - B)x y (B> - By)y, /‘-\/ “"“'Bz
- el rumbo de la derrota relativa serd pues: tan Rg = (B; - By),/(B; - By)« /// al 8
- La distancia entre B, y By: d =[(B; - B)),” + (B, - B)),”]"* y asi: CPAL d
la velocidad relativa: vg = B, — By/ At = (Vgy, Vry) ,
y la celeridad: |vg| = (Vry + Vry)"” 8% g o7
- A partir de la posicion B, sabemos d, y Dy», hallamos la demora inversa P .
D =180° £ Dy, 0 y
- En el tridngulo O, B,, CPA (en inglés Closest point of aproach) el angulo gréfico 11
entre la derrota relativa y el vector de posicion de B, es:
-a=Rg-D

-ellado O,B,=d

- el cateto O, CPA: 6 =d sin o

- la demora del CPA en valor absoluto: (90 - a) - D

- el otro cateto B,, CPA (distancia relativa a CPA) d,=d cos a
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NOTAS: - Si se ha de hallar el intervalo de tiempo que tardaremos en pasar per la minima distancia: At = d/|vg]
-A rumbo de colision, [vg| = Ad/At y Ry = D,£180° la demora inversa de D, es decir, la que B nos ve a nosotros.

Ejemplo 1:
Navegando al R, = 120°y v, = 12 nudos. A Hgg = 04:05, marcamos un buque por la proa a 11 millas.
A Hgg = 04:15 lo volvemos a marcar a D, = 119°y a 8 millas.
Queremos saber: a) Rumbo y velocidad del otro buque
b) Distancia minima entre los dos buques

Conocemos nuestro vector velocidad en polares v4 = 12150 y 1o pasamos a cartesianas: vy = [va| cos 120° = - 6,0000
Vay = |[Va| sin 120° = 10,3923

A partir del punto B, que en polares es: B, = 11,0 obtengo su posicion en cartesianas By, = 11 cos 120° = - 5,5000
By =11 sin 120° =9,5293

y a partir del punto B, que en polares es: B, = 8,19 andlogamente obtengo B =8 cos 119°=-3,8785
Bey =8 sin 119°=6,9970

Ambos son puntos de la indicatriz del movimiento (movimiento relativo del buque B respecto al A) de los que se deduce:
- El vector director de esta recta que se calcula restando componente a componente: B, - B, = (1,6215, - 2,5263)
- La pendiente (o rumbo) de la misma sera: tan Rg = - 2,5293/1,6215 =-1,559852 =  Rr=-57,3366=302,66°
- La distancia entre B, y B, sera: d = (1,6215% + 2,5263%)"? = 3,0044.

La distancia entre B,y B, se ha recorrido en 10 minutos = 0,1666... h: 'y como |vg| = d/t = 3,0044/0,1666...= 18,026 nudos.
El vector vg que en polares vg = 18,035024¢c €n componentes cartesianas es:  Vgx = 18 cos 302,66 = 9,7290
Vgy = 18 5in 302,66 = - 15,1758

Calculemos ahora vg=vg+ Vv, que en coordenadas cartesianas es: vg, = 9,7290 + (- 6,0000) = 3,7290
vgy =- 15,1758 + 10,3923 = - 4,7835
y que en la forma usual en ndutica es: |vg| = 6,06

tan Rg = vgy/ vy = - 1,2827836 =Rp=307,9° Ejemplo 1

=~ 308° sz MANEEVERJNG _BOARD s
e : o - : ? e st -

En el triangulo O, B,, CPA; el angulo "1 4 s - ::_:

aes: o=Rg-D=302,66-(180+ 119) = 3,66° * ot i

y por definicién de seno: i PN i e W W E

d,=d sin a = 8 sin 3,66° = 0,51 milla. i B % b P s T, s S S N A EE
A [T X AN bl RN A 2 Fufn

Esta es la distancia minima a la que se cruzaran T [e£ - T N _j': AT A S VR FE

los dos buques, conocida habitualmente por el 1" Tedl ;) HRB=OSES.RE=S0ZTY-.l LTe 0 v L LT EE

L - { TP DETeT@ SR LT e e

acronimo de CPA EE R e T S P T R

(del inglés, Closest Point of Approach) 5 O I I L K 1FE
O s S it SUNE TR TREE TRE T g e

En el gréafico de la derecha, damos la resolucion o] wd it 5 ¥ ] EeEe

grafica habitual de este ejercicio, para comprobar ol B8 _ AP T < '-'gg$: ?::505 .97 PEe

que los resultados coinciden, como no podia serde ~ «|-| |§ .- . . PSTEE : T F=F=

otro modo (dentro de la aproximacion que permite e % B b ' ' e

su resolucion grafica). I O - P

Notemos que un sistema facil de hallar la velocidad

relativa, consiste en ver la “distancia relativa”

recorrida en 1 hora que es la flecha negra de puntos

entre puntos extremos)

50w — [T ————
ssmualng. T
v e

SALTSEDE e GSEE
RA=120° HRB 04:05: Eco en Marcacién = 000°; DST = 11' Rr=303°
VA= 12" HRB 04:14: Eco en Demora v. = 119%; DST = 8' Vr=18
RB = 308° VB = 6'

DST cruce (CPA) = 0,5
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3.- Distancia a un buque que nos corta la proa

Datos: Conocemos los vectores velocidad de nuestro buque v, y del eco vg y una posicion de B a un tiempo t determinado
por demora D y distancia d

Estrategia de resolucion:

Hallamos vg = vg - v4 operando en forma cartesiana y el resultado lo pasamos x

a la forma polar para saber Ry (y de paso, aunque no es necesario [vg]) | fee P B
En el triangulo oblicuangulo de lados OB, BP (con “rumbo” Rg) y OP (con “rumbo” R,) ani (xd

El angulo en B se relaciona con D i Ry o=Rr-D 8\( 'I'{':;-,p

Elanguloen O es: 0 =D - Ry \ Iv%

El angulo opuesto a lado d se halla o bien por el teorema de los senos o bien

como diferencia a 180° 0) y

y=180-(Rr —Ry) grafico 11

La distancia a B cuando nos corta la proa se calcula por el teorema de los senos

sin 180 - (Rx-Ra) sin D-Ra X
d ds

4.- Cambio de rumbo para evitar una colision (sin variar la velocidad)
A) Sabiendo el angulo de caida de nuestra embarcacion.

Datos: Conocemos los vectores velocidad de la nuestro buque y del eco B: 0
Va= [Valra ¥ VB = |VB|re ¥ ademas la posicion del eco B en el instante t del
cambio de rumbo (por distancia d y demora D a nosotros) B (t) = dp

grafico 12

Estrategia de resolucion:
Calculamos primero vg = vg — V4. Como es habitual operamos en cartesianas y
una vez conocido el resultado, lo pasamos a polares para tener |vg| y Ry

Si sabemos el angulo de caida de nuestro barco; AR, el nuevo rumbo de nuestra embarcacion sera:
RA* =R\ £ AR, (el signo + si la caida es a estribor y el signo - si es a babor)

El nuevo vector velocidad de nuestro buque sera: v,’ = |[Valra: que pasamos a cartesianas, hacemos la operacion:
VR’ =vp—V,’ y el resultado lo pasamos a polares para obtener Ry’ y |vr’|

En el instante antes de cambiar de rumbo, la derrota relativa pasa por O y por B (“indicatriz de movimiento inicial’)
En el instante después del cambio de rumbo la derrota relativa pasa por O y a una distancia 6 de B (o por B y auna
distancia 6 de O) donde § es perpendicular a esta nueva derrota relativa.

La derrota relativa inicial, la nueva y 6 forman un tridngulo rectangulo (triangulo de distancias)
El angulo entre la derrota relativa inicial y la nueva, o = Rg’ - Ry y el otro angulo agudo (en O): 6 =90 — a
La hipotenusa es d (distancia de B al origen), el cateto opuesto a a es 6 = d sin a (distancia minima entre
buques), y el otro cateto, d; (distancia relativa al CPA) se obtiene por el teorema de los senos, o por la
definicion de coseno de un angulo: d, =d cos a

El intervalo de tiempo entre el instante de cambio de rumbo y el de paso por la distancia minima es: At=d,/|vg’|
NOTAS: Rg’ =Rg £ a=D =+ a (el signo + si pasamos al otro barco por nuestro babor y el - si lo pasamos por nuestro estribor)

Ejemplo 2:

Navegando al R, = 000° (N) y v4 = 10 kn, seguimos un eco B. A Hrg = 10:00 estd a 8 millas con una marcacion My = 40° Ebr.
A Hyp = 10:06 esta a 7 millas con una marcacion Mg = 40° Ebr.
A Hypp = 10:12 caemos 40° a Ebr para evitar la colision.

Se pide la distancia minima entre buques en el cruce y la hora en qué se producira esta situacion.

Conocemos nuestro vector velocidad antes del cambio de rumbo, en polares es: v, = 10y y €n cartesianas: vy, = 10

Vay = 0
El vector velocidad relativa antes del cambio de rumbo se obtiene a partir de los dos puntos observados, (derrota relativa)
Bix =8 cos 40 =6,1284 By =7 cos 40 = 5,3623 (B, —B))x=5,3623 - 6,1284 =- 0,7661
By =8 sin 40 = 5,1423 B,y = 7 sin 40 = 4,4995 (B, —By)y =4,4995 - 5,1423 = - 0,6428

Que tendremos que pasar a la forma polar usual:
El rumbo relativo, se halla; tan Rg = (B, — B1),/(B, — B1)x = - 0,6428/- 0,7661 = 0,839055 = Rg= 39,998 = 40°
pero como las dos componentes del vector director de la derrota relativa son negativas, el rumbo relativo es del 3r
cuadrante y asi: Rg =40 + 180 = 220°
y la distancia entre B, y B, d = (0,76617 + 0,6428%)"* = 1,0000
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Esta distancia se ha recorrido en 6 min = 1/10 h asi: |vg| = d/t = 10 kn.
El vector vg en coordenadas polares es: vg = 100 y en cartesianas es: Vg, = 10 cos 220 = - 7.661
ry = 10 5in 220 = - 6,428

Calculemos ahora vg=vg + Vv, que en coordenadas cartesianas es: vg, =-7.661 + 10 =2,339
Vpy = - 6,428 + 0 =- 6,428
y que en la forma usual en ndutica es: |vg| = 6,84 tan Rg = v,/ v, = - 2,748183 = Rg =-70,0°=290°

A Hgg = 10:12 el eco demora por los 40° a Ebr y esta a una distancia de 6 millas (cada 6 min se acerca 1 milla) en este preciso
instante caemos 40° a Ebr.
Al cambiar el rumbo, variamos nuestro vector velocidad; que en coordenadas polares ahora es: v,” = 104p- y en cartesianas:
Vax = 10 cos 40 = 7,661
Ay, = 10 sin 40 = 6,428

Habremos de calcular pues, la nueva velocidad relativa: vg’ =vg—v,’ VRx = VBx - Vax = 2,339 - 7,661 =- 5,322
VRy = VBy - Vay’ =- 6,428 - 6,428 = - 12,856

que en polares es: tan Rz’ =2,4156332 = Ry’ =67,51.

como las dos componentes cartesianas son negativas,

Ejemplo 2
el rumbo es del 3r cuadrante, ergo: wuss MANEUVERING BOARD
Rg’ =180 + 67,5 = 247,5° "T] ==t : ' ;

y ‘VR’| = (5,3222 + 1298562)1/2 — 13’91 =1+

En el tridngulo de distancias, el angulo entre la derrota 13

relativa nueva y nuestra nuevo rumbo es:

a=67,5-40=275 4

La distancia O,CPA, se halla por el teorema de los seno :
sin90 sin27,5

6 X -

8=6sin27,5=6-0,4617486 =2,7701 = 2,8 e

. M=000%DST=6"

s+ -HRB =10:36 - ~~ 3
.. DST=2,8"(CPA) °
L o | T o
—

Re= 220°0‘am;, P R o T S e T
A= 10" 040“DST 2 Fu . i

e

El otro cateto (distancia relativa al CPA) d,” se evalta;
a) buscando el angulo opuesto (en el origen)
90-27,5=62,5° 1

b) volviendo a aplicar el teorema de los senos

sin90 _sin62,5 4> —6.0,8870108=5322 " 5 ':
6 dr' RE :
El intervalo de tiempo hasta llegar a distancia minima e ~— : cluagpalluge—— e % T3 paer .._. )

At=d,’/|vg’| = 0,382609 h = 0:22:57

5
@
s

10:12:00 =
y la hora 00:22:57 S
10:34:57
HRB 10:00: Eco en Marcacion = 40°Er; DST = 8' Rr=220°
HREB 10:06: Eco en Marcacién = 40°Er; DST = 7" Vr=10"

Comprobemos la buena aproximacion que nos da el
“triangulo de distancias” por el método grafico

HRB 10:12: A cae 40° a Er y mantiene VA,

Rr2 = 247 5°
Vr2=139'

. . RB = 290% VB = 6,84'
B) Para pasar a una distancia 5 del eco B DST cruce (CPA) = 2,6' a HRB 10:35

Datos: Conocemos los vectores velocidad de nuestro buque y del eco B (en forma polar) v = [va|lra ¥ VB= |VB|rs
y ademas la posicion del eco B en un tiempo t por distancia d y demora D

Estrategia de resolucion:
La derrota relativa inicial, la derrota relativa nueva y la distancia del origen al CPA (8), forman un triangulo rectangulo
(tridangulo de distancias) (siendo § perpendicular a la derrota relativa nueva).

El 4ngulo que forman la derrota relativa inicial y la nueva, es, por definicién de seno: sin a = &/d
El angulo entre la derrota relativa inicial y o sera: 90 - a

El rumbo de la derrota relativa nueva, se relaciona con el de la inicial y con a por: Rg” = Rg + a.
(el signo + si pasamos al otro buque por nuestro babor y el - si lo pasamos por nuestro estribor)

La hipotenusa es la distancia entre los buques en el instante del cambio de rumbo d
Uno de los catetos es la distancia minima entre las naves 6
Y el otro cateto es la distancia relativa al CPA que se obtiene por el teorema de Pitagoras d, = (d” - 8%
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El angulo entre la derrota relativa nueva y el rumbo de B es la resta entre Rg y Ry +
Y=Rp-(Rr£a) [0 (Rr*0) - Rg]

Después del cambio de rumbo, hemos de conocer los angulos del tridangulo de velocidades:
v (opuesto a [v4|) es comun con el tridngulo de distancias
o (opuesto a vg) se obtiene por el teorema de los senos: sin @/|vg| = sin y/|v,]
y el tercer angulo se deduce de la suma de angulos de un tridngulo: 6 = 180 — (o + v)

El nuevo rumbo de nuestra embarcacion serd: Rg + 0

[vk’| se calcula aplicando nuevamente el teorema de los senos: [vg’|/sin 0 = |[v,|/sin y
y el intervalo de tiempo que tardaremos para llegar a distancia minima sera: At =d,/|vg’|

Ejemplo 3:
Navegando av = 12 nudos y al Rv = 265°, con el radar, obtenemos la siguiente informacion de un eco B

A Hppg = 03:30 marcacion de B My = 50° Ebr; distancia d = 14 millas
A Hpg = 03:36  marcacion de B My = 50° Ebr; distancia d = 13 millas
A Hpp = 03:42  marcacion de B My = 50° Ebr; distancia d = 12 millas
A Hpp = 03:54  para evitar el abordaje, caemos a Ebr. para pasar a 3 millas de B.

Se pide cual serd nuestro nuevo rumbo
Ejemplo 3
Como siempre, hemos de saber nuestro vector
velocidad v, = 12545 y deducir el vector velo-
cidad relativa a partir de los datos del radar:

MANEUVERING BOARD

la demora Dy =R, + Mg =265+ 50=315°
y como la distancia disminuye, sera la demora
inversa: Rg = 135°.

"HRB-=0342 "7 T
QM=50ErDST=12 ' .
La distancia disminuye 1 milla cada 6 minutos S HRREE ) S

(1/10 h) asi [vg| = 10 kn. y el vector vg = 10,350

| RAZ=200° . ND
; VA2=12
Para calcular vg = vg + v,. hemos de encontrar g

las componentes cartesianas de los vectores v, y nind B> .
VR o] E \ —
paravsy  va,= 12 cos 265 = - 1,0459 olu] §E -
Vay = 12 8in 265 =- 11,9543 E

2%

yparavg Vgx = 10 cos 135=-7,0711 L N et
Vrey = 10 sin 135 =7,0711 B Tan! Wamiag

las componentes cartesianas de vy seran:
vey = - 7,0711 + (- 1,0459) = - 8,1167
vy =7,0711 + (- 11,9543) = - 4,8832

y en la forma polar v tendremos:
tan Rg = vgy/vpe = 0,6016238 = Rp=31,03°

X Lelg
II!II!IIIII H II

w1l

pero al ser del 3r cuadrante

Rp=31,03 +180 =211,03° L]
Vil = (Vis’ + ve,))'? = 9,4724 % 9.5, S B= T
—
Asi: Vg = 9,510 RA=2650 HRB03:30: Eco en Marcacién = 50°Er; DST = 14 Rr=135°
) ] VA HRB 03:36: Eco en Marcacion = 50°Er; DST=13 ~ W =10
Si se mantienen constantes VAYVpa Hgg = 03:54 HRB 03:42; Eco en Marcacitn = 50°Er; DST = 12'
. . , . HRB 03:54: A cae a Er y mantiene VA para dejar pasar a B a 3' de CPA.
la distancia entre los dos buques sera de 10 millas Rr2 = 152.5°
RB = 211° VB = 947" Vr2 =138
El angulo entre la derrota relativa inicial y la DST eruce (CPA) = 3' a HRB 04:35:30 e i
nueva, es, por definicion de seno: VA2 =12
sina=06/d=3/10=0,3 = a=17,46°
El rumbo de la derrota relativa nueva es: R’ =Rg + o =135+ 17,46 = 152,46°
En el tridngulo de velocidades, después del cambio de rumbo,
El angulo entre la derrota relativa nueva y el rumbo de B es: y=Rg - Rg’=211,03 - 152,46 = 58,57°
El 4ngulo o opuesto a vg, seglin el teorema de los senos:  sin y/|va| = sin o/|vg| sin ® =0,6735705 = w=42,34°

R T

Como la suma de angulos interiores de un triangulo vale 180° 6 =180 — (@ +y) = 79,09°

El nuevo rumbo de nuestra embarcacion sera: Rg +6=211,03 + 79,09 = 290,12°
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5.- Cambio de velocidad de nuestro barco para evitar una colision (sin variar el rumbo)

Datos: Conocemos los vectores velocidad de nuestro buque antes v,, y después v,’, del cambio de celeridad y el del eco vy
También sabemos una posicién del eco B en un tiempo t per demora D y distancia d

Estrategia de resolucion:
Para hallar la distancia minima al eco 8, pasamos nuestro vector velocidad nuevo v’ y el del eco vy a cartesianas y
calculamos la nueva velocidad relativa vg” = vg - v,’. pasaremos el resultado a polares, asi tenemos Rz’ y | vi’|

Evaluamos el angulo entre las derrotas relativas inicial y nueva; o

En el tridngulo de distancias (formado por la derrota relativa inicial, la nueva y 6 siendo 6 = d sin o)
El otro cateto d, = d cos a

El intervalo de tiempo que tardaremos en llegar a la distancia minima es: At = d,/|vg’|

Ejemplo 4:

Navegando av =15 kn. y a R,= 315°, observamos en el radar un eco B, del que extraemos la siguiente informacion:
A Hgp = 13:00 demora verdadera de B, D = 350° distancia d = 10 millas

A Hyp = 13:06 demora verdadera de B, D = 350° distancia d = 8 millas

A Hgpp = 13:12 moderamos la velocidad hasta 6 kn.

Se pide cual sera la minima distancia a qué pasaremos del eco B

Nuestro vector velocidad es v, = 1535 y a partir de los datos del radar deducimos el vector velocidad relativa
El rumbo relativo Ry es la demora inversa Rg = D - 180° = 170°
la distancia disminuye 2 millas cada 6 minutos (1/10 h) asi [vg| = 20 kn. y el vector vg = 20;7p

El vector velocidad del eco B es: vg = vg + v,. Para calcularlo, hemos de pasar vg y v, a cartesianas y sumar por componentes
parava va, =15 cos 315=10,6066 Ejemplo 4

Vay =15 sin 315 = - 10,6066 oy MANEUVERING BOARD T
para vg vy =20 cos 170 = - 19,6962 R ot
Vry = 20 sin 170 = 3,4730 5 -
asi, las componentes cartesianas de vg son: G o .;.,
vy = - 19,6962 + 10,6066 = - 9,0896 wlad | ol L S kb

: HRE = 1300, & w5 T ’
‘Q b=3sespsT=E 0

vpy = 3,4730 + (- 10,6066) = - 7,1336

y en forma polar: ”:_E 5
tan Rp = vpy/vp, = 0,784809 = B S G
Rp = 38,125° pero al ser del 3r cuadrante: ] ;
Rg =38,125 + 180 =218,12°
Vel = (v + VByz)l/z =11,55.
Entonces vg = 11,5555 120

“\D5Ta CPA= 5,56
i 224 Smindios * ¢ T ¢ 0 E
7 HRBenCPA=13:38:30 * : . 3

T GPA=225 - Ty

L 2
2.
Cuando moderamos la marcha, nuestro vector N Fi e
. .. , t HRB = 14:00 . “th Fuba
velocidad varia, siendo ahora v, = 6350 TosT=1g .0 o, % :
y el vector velocidad relativa, también: srr:;;,?"-_ T s
VR’ =VB—VA’ * ) 3 -j-
3 e ¥ e
Como las componentes cartesianas de v’ son: : Had e o
= = LR Ve " !
VAX - 6 COS 315 - 4’2426 .’-- - -.- - - ll = ann T ae I', L e ._!. _.ll
Vay = 68in 315 = - 4,2426 e
porsayentund DRlnmmpm goalomy Aq @
las componentes cartesianas de vg’ seran: o oAt e BN
- - e mEmaw . R EFET 2T amei .,‘"'_._‘m
Vrx = -9,0896 - 4,2426 = - 13,3322 ' HID s st alidypmant)| ooy
Vry =-7,1336 - (- 4,2426) = - 2,891 E . =
HRB 13:00: Eco en Demora v. = 350°% DST = 10 Rr = 135°
y en forma polar: HRE 13:06: Eco en Demora v. = 350% DST = &' Vr=20'

HRB 13:12: Areduce a VA2 = 6' y mantiene RA para dejar pasar a B..

tan Ry’ =0,2168434 = Ry’ =12,23°

pero al ser del 3r cuadrante: RB = 218% VB = 11,55' L
RR’ =12.23 + 180 = 192.23° DST cruce (CPA) = 2,25' a HRB 13:36:30 Tk
| ve’| = 13,64 VAZ=6'

de forma que vg = 13,6497
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La distancia minima entre naves la hallaremos por partes:
1) resolveremos el tridngulo de distancias (como ahora es un caso de cruce, serd oblicuangulo).
Los angulos son: El angulo entre la derrota relativa inicial y la nueva es: R’ - Rp =a = 192,23 - 170 = 22,23°
El angulo entre Rg y Ra =350 - 315 =35°
El tercer angulo es: 180 - (22,23 + 35) = 122,77°

2) los lados se hallan por el teorema de los senos

X _ 6 oy ) )
sin2223 sin122.77  sin35 donde, de la primera igualdad x = 2,700 y de la segunda y = 4,093

3) ladistancia minima es perpendicular a Ry’ asi, por definicién de seno CPA = 6 sin 22,235 =2,2704378 =~ 2,27

Caso particular: |[vo’|=0 entonces VR’ =vg
En este caso, cuando paramos nuestro buque, la derrota relativa se confunde con la derrota absoluta de B.
En el instante antes de parar la maquina, sabemos v, y vg en polares (Rg = D = 180) de donde deducimos vg = vg + v4
de parar la maquina sabemos |vg| Rp y con la posicién de B por demora D y distancia d:
Obtenemos el angulo 6 entre la derrota relativa inicial y el rumbo del eco
La distancia minima entre embarcaciones sera: & = d sin 0
y la distancia que ha de recorrer B para encontrarnos a minima distancia: d; = d cos 0

Ejemplo 5:
Navegando en demanda de Port Masnou al Ry = 225°y v = 7 nudos, observamos en la pantalla de radar un eco B tal que:
A Hrp = 20:00 tiene una marcacion M = 40 Ebr y estd a una distancia d = 4 millas
A Hpp = 20:06 tiene una marcacion M = 40 Ebr y esta a una distancia d = 3 millas
A Hgp = 20:09 como tenemos costa d Ebr, para evitar la colision decidimos para maquinas (v, = 0)
Se pide: a) Distancia minima a la que pasaremos de B
b)Hora a la que nos hallaremos a distancia minima

Conocemos v, = 755 que pasamos a cartesianas: va, = 7 cos 225 = - 4,9497
Vay = 7 sin 225 = - 4,9497

Del punteo, deducimos vy : el rumbo relativo Ry seré la demora inversa.
Como nos dan marcaciones: D=R + M =225+40=265 ylainversa: Rp=265-180=85°
La celeridad |vg| = Ad/At = 10 nudos

Asi vg en coordenadas cartesianas es: Vrx = 10 cos 85 =0,8716
Vry= 10 sin 85 =9,9619

Ahora ya podemos calcular vg = vg + v, que en coordenadas cartesianas es: vy = 0,8716 + (- 4,9497) = - 4,0781
Vpy = 9,9619 + (- 4,9497) = 5,0119

y en polares: [vg| = (VBX2 + VByz)”2 =6,46

tan Rg =5,0119/ - 4,0781 = - 0,8136834 = Rg=-39,1°
pero como ha de ser un rumbo del 2° cuadrante (vgy < 0) = Rp =180 - 39,1 = 140,9°

En el triangulo de distancias el angulo entre Ry y Rp vale y = 140,9 - 85 = 55,9°

A Hgg =20:09 la distancia entre buques es d = 2,5 millas

X
Asi la distancia minima entre embarcaciones es: 6 = 2,5 sin 55,9 = 2,07 milla B,
Para hallar la hora B EZ, -

La distancia relativa al CPA; d,=2,5 cos 55,9 = 1,40 milla M R - -7

El intervalo de tiempo; At = d,/|vg| = 1,40/6,46 = 0,2169365 h =0:13:01 /l} o
Asi Hgp=20:09 + 00:13 =20:22 e

iy
6.- Dar alcance a otro buque (en el menor tiempo posible)
Datos: el vector velocidad de la nuestra embarcacion v, en forma polar [valra 0 . Y
. grafico 13
Dos posiciones del eco B dadas en forma polar

(por distancia al origen d y demora D) y los tiempos respectivos en que se
alcanzan Bl(tl) = (dD)l y Bz(tz) = (dD)2

(alternativamente, el vector velocidad relativa vg |Vg|rr)

La posicion del otro buque en el instante que decidimos alcanzarlo B = dp
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Estrategia de resolucién:

A partir de B, y B, podemos calcular vg pasando B, y B, a la forma cartesiana y calculando (B, - By), y (B> - B))y
el rumbo de la derrota relativa es: tan Rg = (B; - By),/(B; - By)«
las componentes cartesianas del vector velocidad relativa, seran: (B, - B)/At y (B, - By),/At respectivamente, asi:

VR = (Vi VRy) ¥ la celeridad: [vg| = (Vey" + Vi,’)

172

Calculemos vg = vg + v, que pasamos a la forma polar usual en nautica: |vg|rp

A partir de la posicion B, hallamos la nueva indicatriz del movimiento por: tan D = tan Ry’ = B,/By

El anguloen B serda Ry -D

En el tridngulo de velocidades nuevo, sabemos el angulo vy, entre Rg y D (opuesto a |[va)
El angulo opuesto a |vg|, se halla por el teorema de los senos:

siny sina

|VA| |VB|

y el tercer angulo por diferencia a 180°: 6 =180 - (o + )

El nuevo rumbo de nuestro buque serd: Ry” =Ry’ + a
El intervalo de tiempo hasta llegar a esta situacion se obtiene buscando primero |vz’| por el teorema de los senos

y dividiendo d por [vg’|: At=d/|vg’|
Ejemplo 6:

Recibimos un MAY DAY del buque “Neulit”. Nuestro ALS nos informa que va a |vg| = 3 kny al R, = 19,5. vemos que se
encuentra a la demora verdadera D, = 223°y a la distancia de 5,5 millas. Damos rumbo de encuentro a la velocidad de 9 kn.
Se pide: a qué rumbo hemos de gobernar y cuanto tiempo tardaremos hasta abarloarnos al barco B.

Este enunciado es una simplificacion de lo
explicado mas arriba.
Empecemos hallando las coordenadas cartesianas
del punto B.

By = 5,5 cos 223 =-4,0224
By =5,5sin 223 =-3,7510

para calcular el angulo D:
tan D = B,/ B, = 0,9325278 = D=43°

el angulo entre Ry y D es:
y= Rp-D=43-19,5=235°

el angulo o, opuesto a |vg|, por el teorema de los
senos
sin23,5 sino

9 3
sin o = 0,398749/3 = 0,1329163 = o =7,638

el tercer angulo es: 180 - (23,5 +7,6) = 148,9 =
149°

El nuevo rumbo de nuestra nave: Ry’ =43 +7,6 =
50,6°
pero como es del tercer cuadrante

Rx> =180+ 50,6 = 230,6°

Para buscar el tiempo:
- hay que hallar |[vg’| por el teorema de los senos

sin 149
j- S0

- 9 =11,6247
sin 23,5

- y haciendo
At=d/|vg’| =5,5/11,625 =0,473118 = 00:28:23
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Anexo: Ejercicio de Cinematica (autor: Pablo Gonzalez de Villaumbrosia Garcia (17-01-2010)
ENUNCIADO:

Navegamos al 360 con v,,= 12 nudos. A Hgg = 16:00, demora del barco B D; = 50°
A Hgp = 16:15, cortamos la proa de B que demora en este instante D, = 90°
A Hgg = 16:30, el barco B nos corta la estela, demora D; = 180°
Se pide: 1.- Rumbo y velocidad de B
2.- Distancias a B al demorar 50°, 90° y 180°
3,- CPA y Hgg en ese punto

RESOLUCION

Consideraciones: Como vamos al 00° si en el instante en qué B demora 90° 8 -
le cortamos la proa, entonces Rg = 270°

Como B se mueve con MRU (recorre distancias iguales s d

en tiempos iguales) y tarda el mismo tiempo entre las i

demoras 50 y 90 que entre las demoras 90 y 180, implica ¢ A B, y
las distancias recorridas son iguales.

De lo que se deduce: B|B, =B,B;=d B
B1B3 =2 B2B3 =2d

Seglin el teorema de Thales (o por semejanza de tringulos):

BzB3 . B]B3 o AB3 . OB3 y B2B3 . B1B3 e AB2 . OB]
De lo que se sigue: OB; =2 0OA y OB, =2 AB,

En el tridangulo O, B,, B; hemos de averiguar el angulo 8 en B;
Como conocemos el angulo o del tridngulo A, O, B, que vale a = 50° tendremos: tan o = OB,/ OA
Y como por definiciéon: tan = OB;/ OB; = OB,/ 2 OA
De donde: tanoa=2tan 3 obien tanf='stan a ="' tan 50=0,5958768
Asi: B =30,789733°

En el triangulo de velocidades O, A, C (rectangulo por ser Ry L Rg), el rumbo Ry = 180 + 30,789733 = 210,78973
[Vr| = [va| cos B =12 cos 210,78973 = 13, 9689 ~ 13,97

| vg| = |val tan B =12 tan 210,78973 = 7,15
1.-v,=7,15y Rg =210,8°

La distancia relativa recorrida entre B, y B, (o entre B, y B;) sera: d=vg - t=13,97/4 = 3,4925
B, y B3, sera 2d = 6,985

En el triangulo A, B,, B3 sabemos los angulos; en A =40 + 90 = 130°, en B; que es y = 180 - (130 + 30,78973) = 19,2103
yellado BiB;=2d

Las distancias AB; y AB; se obtienen aplicando el teorema de los senos.

2d __ d asi la distancia AB, es d, = 4,6675 = 4,67
sin130 _ sin 30,790
24 d

- =— asi la distancia AB; es d; = 3,000
sin130 sin19,210

La distancia AB; se halla por Pitdgoras en el tridngulo A, B,, B; d, = (d2 - d32)”2 =1,7882
2.- Las distancias son d; = 4,67 milla; d, = 1,7882 milla; y d; = 3,000 milla
El CPA (punto de méximo acercamiento) se obtiene de la definicion de seno en el triangulo A B; CPA
d=d; siny=1,5357 milla
la distancia entre el CPA y B se halla por Pitagoras en el mismo triangulo (d,” - 8%)"* = 4,4076
el intervalo de tiempo At = (d12 - 82)1/2/ vr = 0,3155315 hora = 18 min 56s ~ 19 min y Hgp en ese punto 16:00 + 00:19 = 16:19

3.- el CPA son 6 = 1,54 milla y Hgg = 16:19
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